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В статье представлен анализ результатов эксперимента по использованию системы дополненной реаль
ности в судовождении на примере оценки частоты обновления кадра при задержке сигнала в 50 мс. В 
программном продукте Statistica проведён анализ накопленных данных, составляющих генеральную 
совокупность статистической базы по исследованному параметру. Построены гистограмма и квантиль- 
зависимость теоретического и наблюдаемого распределений. Расчётным путём по критерию согласия 
Пирсона получено подтверждение гипотезы о нормальном распределении экспериментальных данных 
и их репрезентативности. Проведён расчёт математического ожидания оценок экспертов. Сделан вывод 
о том, что показатель Херста может быть использован судоводителем для оценки качества восприятия 
информации.
Ключевые слова: генеральная совокупность, статистические гипотезы, гистограмма, квантиль-зави
симость, критерий Пирсона, математическое ожидание, показатель Херста.
The article presents an analysis of the results of an experiment on using the augmented reality system in navi
gation using the example of estimating the frame refresh rate with a signal delay of 50 ms. In the Statistica 
software product, the analysis of the accumulated data constituting the general population of the statistical base 
for the studied parameter is carried out. A histogram and a quantile dependence of the theoretical and observed 
distributions are constructed. By calculation using the Pearson agreement criterion, the hypothesis of the normal 
distribution of experimental data and their representativeness is confirmed. The calculation of the mathematical 
expectation of expert estimates is carried out. It is concluded that the Hurst indicator can be used by the navi
gator to assess the quality of perception of information.
Key words: population, statistical hypotheses, histogram, quantile dependence, Pearson’s criterion, mathemat
ical expectation, Hurst exponent.
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В ходе исследования технических средств 
интеллектуальной поддержки решений судоводи
теля были опрошены эксперты-судоводители и 
получено по каждому параметру системы с до
полненной реальностью в общей сложности более 
4300 тысяч экспериментальных данных, состав
ляющих генеральную совокупность статистиче

ской базы. Дальнейшие исследования этой сово
купности значений каждого параметра относи
тельно её репрезентативности проводились с ис
пользованием специализированного приложения 
Statistica. Все данные помещены в колонку 1 
«Norm 4320» и для повышения достоверности пе
ремешаны в случайном порядке. Фрагмент ко
лонки показан на рисунке 1.

Рисунок 1 -  Фрагмент генеральной совокупности данных измерений

На основе анализа исходных 4320 экспери
ментальных оценок следует вынести решение о 
количественной оценке измеряемого параметра и 
его достоверности. С этой целью на первом этапе 
обработки накопленных данных следует выяс
нить закон их распределения. Как писалось ранее, 
и проведённый расчёт показали, что корреляци
онная связь между экспериментальными дан
ными, полученными разными экспертами, отсут
ствует, а сами частные измерения распределены, 
вероятнее всего, по нормальному закону [1]. По
этому выдвигается гипотеза, что генеральная со
вокупность из 4320 оценок всех экспертов так же

распределена по нормальному закону [4, 5, 6].
Как известно, существует несколько воз

можностей проверки статистических гипотез [2,
3, 6]. Наиболее простые и наглядные -  это графи
ческие средства. Простейшим из них является по
строение гистограммы распределения анализиру
емых данных и наложение на неё гипотетического 
закона распределения, в данном случае -  нор
мального. Реализация подобной проверки прове
дена в программе Statistica, а графическое пред
ставление результата проверки приведено на ри
сунке 2.
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Рисунок 2 -  Гистограмма исходных данных
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Как видно, распределение оценок очень 
близко к нормальному закону распределения, 
наложенному на столбцы гистограммы.

В качестве априорной оценки часто ис
пользуют графическое сравнение значений кван
тиля исследуемого распределения и квантиля

предполагаемого, в данной задаче -  стандартного 
нормального распределения. Если обе зависимо
сти аналогичны, то их корреляция носит линей
ный характер. На рисунке 3. представлен график 
квантиль-квантиль зависимости.

Рисунок 3 -  Квантиль-зависимость теоретического и наблюдаемого распределений

Анализ графика показывает, что экспери
ментальная и теоретическая совокупности дан
ных однозначно и линейно зависимы. Это позво
ляет сделать вывод, что экспериментальные дан
ные с большой вероятностью распределены так 
же, как и теоретические, т.е. по нормальному за
кону. Таким образом, обе графические оценки, 
приведённые на рисунках 2 и 3, подтверждают ги
потезу о нормальном распределении экспертных 
оценок.

Понятно, что визуальные методы 
наглядны, чем и удобны в применении, но они не 
несут в себе количественной, строгой оценки. По
этому целесообразно провести количественную 
оценку гипотезы о нормальном распределении 
экспериментальных данных. Поскольку речь идёт 
о виде закона распределения и его проверка осу
ществляется статистическими методами, то гипо
теза относится к классу статистических. Кроме 
того, гипотеза является основной или, другими 
словами, нулевой (противоположность ей -  конку
рирующая или альтернативная гипотеза) и про
стой, так как содержит только одно предположе
ние. В ходе проверки формируются только веро
ятностные оценки параметров, на основании ко
торых и выносится решение. Поэтому в итоге мо
гут быть допущены ошибки двух родов: ошибка

первого рода , когда отвергается верная гипотеза и 
ошибка второго рода , если принимается непра
вильная гипотеза.

Ответ о верности предположения о нор
мальном законе распределения статистических 
данных с тем или иным уровнем значимости вы
двигаемой гипотезы могут дать, так называемые, 
критерии согласия. Для проверки гипотезы мо
гут, в общем случае, рассчитываться или отдель
ные, определяющие параметры распределения, 
или строится теоретическая функция распределе
ния предполагаемого вида. Следующим этапом 
является сравнение параметров или характери
стик, полученных на основе экспериментальных 
данных, с некоторыми критическими парамет
рами, определёнными теоретически. Подобная 
процедура проверки гипотезы составляет суть 
критерия согласия эмпирического распределения 
и выдвигаемой гипотезы. Повторим, что согласие 
определяется с заданным уровнем значимости и 
является лишь вероятностной оценкой.

Существуют несколько критериев для 
оценки гипотез о распределении данных: крите
рий Колмогорова, критерий Колмогорова-Смир
нова, критерий Шапиро-Уилка, поправки Лиллие- 
форса, критерий Пирсона «хи-квадрат». Наиболее
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удобным и строгим, на наш взгляд, является ис
пользование критерия Пирсона, поскольку анали
зируемая база данных удовлетворяет статистиче
ским требованиям, выдвигаемым этим крите
рием.

Критерий согласия Пирсона. В соответ
ствии с критерием Пирсона для проверки нулевой 
гипотезы используют специально подобранную 
случайную величину, распределение которой за
ведомо известно, а.и. распределение х 2 (хи-квад
рат). Эта величина является статистическим 
критерием проверки гипотезы. Критерий согла
сия предполагает сравнение эмпирических частот 
выборки ni и рассчитанных частот п/ в предполо
жении нормального распределения. Критерием 
проверки служит наблюдаемое значение крите
рия, рассчитываемое по формуле:

N  У , ^ . 2 / ,
х  набл — (1)

где N u -  количество интервалов в выборке. Рас
пределение функции (1) независимо от распреде
ления совокупности анализируемых данных стре
мится к известному закону распределения х 2 с к 
степенями свободы. Число степеней свободы в 
общем случае рассчитывается по формуле:

k  — N„ — 1 — r (2)

где r -  число параметров, определяющих предпо
лагаемое распределение. Нормальное распределе
ние определяется двумя параметрами: математи
ческим ожиданием и среднеквадратическим от
клонением, поэтому в задаче проверки гипотезы 
распределения навигационных данных число r=2; 
тогда

k  — N u —  3  . (3)

Проверка гипотезы предполагает вычисле
ние по данным выборки частных значений входя
щих в критерий параметров. Результатом расчёта 
является частное (наблюдаемое) значение крите
рия  (1), представляющего собой одномерную слу
чайную величину. Это значение принадлежит од
ному из двух непересекающихся подмножеств 
значений критерия. Одно подмножество содер
жит значения критерия, подтверждающего вы

(4)

(5)

двинутую гипотезу, а другое -  нет. Поэтому пер
вое подмножество называют областью допусти
мых значений критерия или областью принятия 
решения, а второе, отвергающее нулевую гипо
тезу, -  критической областью. Отмеченные обла
сти разделяет критическая точка ккр, называемая 
границей. Критическая область формируется ис
ходя из выбранного по функциональному назна
чению устройства допустимого значения вероят
ности попадания в эту область наблюдаемого зна
чения критерия. Поэтому критерий согласия уста
навливает справедливость выдвинутой гипотезы 
с определённым уровнем значимости. По задан
ному уровню значимости а  и числа степеней сво
боды к  выбирается соответствующая этим двум 
параметрам критическая точка распределения хи- 
квадрат, т.е. х 2р  Тогда если

Х2набл < %2кр ,
то нулевая гипотеза принимается, а если

Х2набл > %2кр,
то нулевая гипотеза отвергается. Другими 

словами, если наблюдаемое значение критерия 
принадлежит области допустимых значений, то 
гипотезу принимают, а если критической области, 
то отвергают. В этом состоит основной принцип 
проверки статистической гипотезы .

Проверка гипотезы о нормальном распре
делении. В программном пакете Statistica имеется 
встроенный алгоритм проверки гипотезы о нор
мальном распределении по критерию «хи-квад
рат». Для того чтобы использовать этот критерий, 
необходимо зайти во вкладку Distributon Fitting на 
панели инструментов и далее выбирается вариант 
Continuous distributions. Во вкладке Parameters 
устанавливается количество интервалов разбие
ния данных в соответствии с реальными значени
ями экспертных оценок с центрами, соответству
ющими реальным значениями экспертных оце
нок: 0.5-1.5, 1.5-2.5, 2.5-3.5, 3.5-4.5, 4.5-5.5. Вклю
чая расчёт (Summary), получаем таблицу с наблю
даемыми частотами, накопленными частотами, 
наблюдаемыми частотами в процентах, накоплен
ными частотами в процентах, теоретические ча
стоты и т.д. (рисунок 4).

U p p e r
B o u n d a ry

V a r ia b le : N o rm  4 3 2 0 , D is tr ib u tio n : N o rm a l (S p re a d s h e e t l И сх  р я д  4 3 2 0  (2 ) .s ta )  
C h i-S q u a re  = 4 ,7 4 7 0 8 , d f = 3 ,  p  =  0 ,1 9 1 2 8
O bserved
Frequency

C u m u la tiv e
O b s e rv e d

P e rc e n t
O b s e rv e d

C um u l. %  
O b s e rv e d

E x p e c te d
F re q u e n c y

C u m u la tiv e
E x p e c te d

P e rc e n t
E x p e c te d

C um u l. %  
E x p e c te d

O b s e rv e d -
E x p e c te d

<= 0,50000 2 5 25 0 ,5 7 8 7 0 0 ,5 7 8 7 3 0 ,9 3 4 3 0 ,9 3 4 0 ,7 1 6 0 6 0 ,716 1 -5 ,9 3 3 8
1 ,5 0 0 0 0 2 6 4  2 8 9 6 ,1 1 1 1 1 6 ,6 8 9 8 2 7 2 ,9 9 1 3 0 3 ,9 2 5 6 ,3 1 9 2 4 7 ,0 3 5 3 -8 ,9 9 1 0
2 ,5 0 0 0 0 1 0 1 3  1 3 0 2 2 3 ,4 4 9 0 7 3 0 ,1 3 8 9 1 0 3 3 ,1 7 2 1 3 3 7 ,0 9 7 2 3 ,9 1 6 0 2 3 0 ,9 5 1 3 -2 0 ,1 7 2 2
3 ,5 0 0 0 0 1 6 5 3  2 9 5 5 3 8 ,2 6 3 8 9 6 8 ,4 0 2 8 1 6 1 7 ,4 6 4 2 9 5 4 ,5 6 1 3 7 ,4 4 1 2 9 6 8 ,3 9 2 6 3 5 ,5 3 6 4
4 ,5 0 0 0 0 1 0 7 3  4 0 2 8 2 4 ,8 3 7 9 6 9 3 ,2 4 0 7 1 0 5 0 ,5 8 0 4 0 0 5 ,1 4 1 2 4 ,3 1 8 9 8 9 2 ,7 1 1 6 2 2 ,4 2 0 1
< In fin ity 2 9 2  4 3 2 0 6 ,7 5 9 2 6 1 0 0 ,0 0 0 0 3 1 4 ,8 5 9 4 3 2 0 ,0 0 0 7 ,2 8 8 4 1 1 0 0 ,0 0 0 0 -2 2 ,8 5 9 4

Рисунок 4 -  Расчетные оценки параметров по критерию согласию Пирсона
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В последнем столбце приведены отклоне
ния наблюдаемых и теоретических частот. Это и 
есть суть статистики «хи-квадрат»: проверяется, 
насколько сильны эти отклонения. Конкретное 
значение статистики «хи-квадрат» приведено в 
шапке таблицы и составляет 4,74708. Там же ука
зано число степеней свободы df=3 и значение p 
(p-value), которое равно 0,19128. Если p меньше, 

чем уровень значимости 0,05, то гипотеза откло
няется, если больше, чем 0,05 -  принимается. Как 
видно, число р = 0,19128 > 0,05 и поэтому прини
мается гипотеза о нормальном распределении 
экспериментальных оценок с вероятностью 
1-0,05=0,95.

Поскольку важно не ошибиться и принять 
правильное решение, в ходе работы проведён рас
чёт критического значения «хи-квадрат» и прове
дено сравнение выборочного значения стати
стики с критическим. Для этого используется ве
роятностный калькулятор прогроаммы Statistics и 
среди различных вариантов распределений выби
рается «хи-квадрат». Для проверки гипотезы на 
уровне значимости а  = 0,05, указывается значение 
вероятности 1 -  а, то есть 0,95, а число степеней 
свободы df должно быть точно таким же, как в 
таблице на рис. 4, т.е. df=3. Нажатием клавиши 
«Подсчёт», проводим вычисление и получаем ре
зультат: критическое значение, при котором до
пускается гипотеза о нормальном распределении 
равно 7,814728 (рисунок 5).

Сравнивая результаты вычислений на ри
сунках 4 и 5, видно, что значение «хи-квадрат» 
на рисунке 4 равно 4,74708, что меньше, чем 

критическое значение на рисунке 5, т.е. 
4,74708 < 7, 814728. Это сравнение подтверждает, 
что нет оснований отклонить нулевую гипотезу, и

поэтому подтверждается гипотеза о том, что 
оценки экспертов имеют нормальный закон рас
пределения. Если это так, то можно получить ма
тематическое ожидание исследуемого параметра 
всеми экспертами. Напомним, что речь идёт об 
оценки частоты обновления кадра при задержке 
сигнала в 50 мс (табл. 1, 3 балла).

Рисунок 5 -  Критическое значение «хи-квадрат» 

Таблица 1 -  Оценки экспертов

Задержка
Характеристика 50 мс 25 мс 15 мс 10 мс 5 мс
Частота обновле
ния кадра, баллы

3

Скорость движе
ния, баллы
Плавность дви
жения, баллы
Полоса пропус
кания, кбит/с

Величину математического ожидания 
можно получить несколькими способами. Напри
мер, из анализа гистограммы на рисунке 2 видно, 
что данные сосредоточены у значения оценивае
мого параметра под цифрой «3». Кроме того, в 
программе Statistica величина математического 
ожидания рассчитывается при анализе всех 4320 
результатов в «Descriptive statistics» (рисунок 6).

Параметры распределения после расчёта 
выводятся в виде таблицы (рисунок 7).

?1-|х| '

Рисунок 6 -  Описательная статистика
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Рисунок 7 -  Параметры распределения

Необходимо отметить, что в данном случае 
интересует только математическое ожидание, по
этому в программе были сделаны соответствую
щие установки. Видно, что математическое ожи
дание оцениваемого параметра -  частоты обнов
ления кадра -  при задержке в 50 мс составляет в 
измерениях экспертов 3 балла (таблица 1).

Таким образом, проведя необходимое ко
личество экспериментов и используя аппараты 
Таблица 2 -  Экспериментальные и расчётные параметры

подготовки к измерениям [1] и обработку полу
ченных данных в соответствии с описанной мето
дикой, получены все математические ожидания 
оцениваемых параметров, необходимых для рас
чёта соответствующих коэффициентов Херста. 
Итоговая таблица экспериментальных и расчёт
ных параметров приведена ниже.

Задержка
Характеристика 50 мс 25 мс 15 мс 10 мс 5 мс
Частота обновления кадра, баллы 3 4 5 5 5
Скорость движения, баллы 1 3 4 4 5
Плавность движения, баллы 4 5 5 5 5
Полоса пропускания, кбит/с 6-8 11-13 15-17 18-22 23-26
Коэффициент Херста 0,461 0,524 0,560 0,604 0,608

Вывод: субъективная оценка экспертов по
казала, что задержки в 5 мс не оказывают негатив
ного влияния на качество восприятия информа
ции (данных) в среде дополненной реальности. 
При задержке пакетов на 10-15 мс ухудшается 
восприятие скорости движения объекта, при 
больших задержках начинает уменьшаться ча
стота обновления кадра. Для каждой величины за
держки были измерены пропускная способность 
и показатель Херста. Из таблицы 2 видно, что 
максимальный показатель Херста соответствует 
наилучшей оценке качества восприятия. Это озна
чает, что трафик самоподобен и увеличение за
держки, а, следовательно, и падения качества вос
приятия, не произойдет с такой же вероятностью, 
насколько коэффициент Херста стремится к еди
нице. Опираясь на результаты эксперимента, при
веденные в таблице 2, можно заключить, что су
доводитель может воспринимать информацию с 
задержкой до 0,5 мс. Поэтому показатель Херста 
целесообразно использовать для оценки качества 
восприятия при задержках сигнала.
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