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И С П О Л Ь З О В А Н И Е  К Р О Н Е К Е Р О В А  П Р О И З В Е Д Е Н И Я  М А Т Р И Ц  

Д Л Я  М О Д И Ф И К А Ц И И  К Р И П Т О Г Р А Ф И Ч Е С К И Х  А Л Г О Р И Т М О В

Е .И . Д у х н и ч ,  д о к т о р  т е х н и ч е с к и х  н а у к , п р о ф е с с о р  

А .Г .  Ч е ф р а н о в , д о к т о р  т е х н и ч е с к и х  н а у к , п р о ф е с с о р

В статье рассматривается использование произведения Кронекера (КП) для повышения эффектив
ности криптографических алгоритмов. Формирование матриц большого размера с заданными 
свойствами с помощью КП матриц малого размера может использоваться при разработке новых 
блочных криптографических алгоритмов, в которых используются матрицы со следующими свой
ствами: ортогональные (унитарные), обращаемые, инволютивные. Модификации шифра Хилла с 
ключевой матрицей размером открытого текста, Т = 2К байтов, представленной как произведение 
Кронекера из K обратимых элементарных матриц (ОЭМ), рассматривается в ряде работ. Они имеют 
квадратичную вычислительную сложностиО(Т2). Мы предлагаем модификации шифра Хилла на 
основе KP, HKP и I-HKP, где матрица ключей квадратичного размера фактически не рассчитыва
ется. Вместо этого ОЭМ итеративно умножаются на открытый текст за время O(Tlog2T) и требуют 
линейной сложности памяти. Оценка времени шифрования таких модифицированных алгоритмов 
аналогична оценке шифров AES и RC4.
Клю чевы е слова: произведение Кронекера, шифр Хилла, одноразовый шифр, обратимая элемен
тарная матрица.

The article discusses the use of the Kronecker product (KP) to improve the efficiency of cryptographic algo
rithms. The formation of large matrices with specified properties using KP of small matrices can be used in the 
development of new block cryptographic algorithms that use matrices with the following properties: orthogonal 
(unitary), invertible, involutive. Hill cipher modifications with a plaintext key matrix, T = 2K bytes, represented 
as a Kronecker product of K invertible elementary matrices (IEM), are considered in a number of works. They 
have quadratic computational complexity O(T2). We propose modifications o f  the Hill cipher based on KP 
where the matrix o f  keys o f  a quadratic size is not actually calculated. Instead, IEMs are iteratively multiplied 
by the plaintext in O (Tlog2 T) time and need linear memory complexity. The estimation of the encryption time 
for such modified algorithms is similar to the estimation o f  the AES and RC4 ciphers.
Keywords: Kronecker product, Hill cipher, one-time cipher, invertible elementary matrix

Введение. Кронекерово произведение 
(КП) матриц сходно с тензорным произведением 
и широко используется во многих приложениях, в 
том числе, при обработке сигналов и изображ е
ний [1-5]. Ф ормирование м атриц большого раз
мера с заданными свойствами с помощ ью  КП  м ат
риц малого размера может использоваться при 
разработке новых вычислительных алгоритмов. 
Например, известны подходы к  построению м ат
риц для обработки сигналов и блочных крипто
графических алгоритмов со следую щ ими свой
ствами:

•  ортогональные (унитарные) матрицы [2];
•  обращ аемые матрицы [3];
•  инволютивные матрицы [4].
Имея набор матриц, необходимо м ного

кратно выполнять операцию  умножения их КП  на

вектор. Эта операция является критическим яд
ром  для итерационных алгоритмов, так как ум но
жение квадратной матрицы размера п  х  п н а  век
тор имеет вычислительную  сложность O (n2), и по
этому ее необходимо эффективно ускорять.

Размер КП элементарных матриц (ЭМ ) м о
ж ет быть значительным, например, КП десяти ЭМ  
cn  = 10 равен п 10, соответственно, умножение на 
вектор имеет сложность порядка1020. Известны 
эффективные алгоритмы выполнения умножения 
вектора на КП  произвольных матриц, которые оп
тимизирую т и организацию  использования па
мяти системы. В [3] предложен эффективный ал
горитм умножения КП  произвольных м атриц на 
вектор (далее, УКПВ), рассмотрена задача о вы 
боре размера участвую щ их в КП матриц, миними
зирующ его вычислительную  сложность УКПВ, и
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показано, что минимальная сложность O(nlog2n) 
достигается при использовании в КП  элементар
ных квадратных матриц размера т  =  2. Н а его ос
нове в [3] предложен алгоритм быстрого вычис
ления УКПВ (АБУКПВ) умножением очередной 
элементарной матрицы на части входного век
тора. АБУКПВ допускает его параллельную реа
лизацию за время 0 (7 о д 2п).

В данной статье приведены определения и 
свойства КП, используемые АБУКПВ. Приведен 
иллюстрирую щ ий АБУКПВ пример с п  =  8, на 
основе которого предложена вычислительная 
схема его реализации для произвольного п, явля
ющ аяся гиперкубом. П риведены  примеры моди
фицированных ш ифров с использованием 
АБУКПВ.

К рон екерово  прои зведен и е м атр и ц  и  его 
свой ства. КП  матриц А  ( т ,  п )  и В (р , г )  представ
ляет собой блочную матрицу ( т  • р , п  • г )  размера 
такую, что

(А 0  В) ^  -  p j+ ц ^ j-1 )/rj+ 1B(i-1)m odp+1,(j-1)m odr+1’

i -  1, mp, j  -  1, nr, (1)

где |_ x j  - целая часть x.

И з (1), если m=n=p=r=2, следует:
« 1 2 ^  =  
a 22^/

л  ®  В =  ( “ 11
( а 21

а 11^11 а 11^12
а 11^21 а 11^22
а 21^11 а 21^12
а 21^21 а 21^22

КП порядка К  это произведение К  элемен

тарных матриц, Pj. j  =  1, К:

P  = Pl®(P2®  .. .(Pl-1®Pl) ...)  = 0  P ,
j-1

при этом размер матрицы
l l 

s ize o f  (P )  -  (П  m t , П  ni ) ,
i - 1  i - 1

(2 )

(3)

где s iz e o f  (p  ) -  (m t , n .), i -  1, l .

С войство  1. Если A -1 иВ-1существуют, то 
(A 0 B )-1=A-10 B -1.

С войство  2. Пусть 
C (m p, n r)  -  A(m, n ) 0  B (p , r ) . Тогда сложность 

матрично-векторного умножения
Y (m p )  -  C (m p , n r ) X (n r )  (4)

равна O (mnpr), но может быть уменьш ена до
O (npr + pmn), если использовать струк

туру КП  матрицы C.
Доказательство: Рассмотрим сперва алго

ритм  вычисления Y  =  СХ, используя структуру 
КП. И з (1) следует:

^  ^(ll-1)P + l2

2_, = 1 = ^ j i  = 1 ^ j2  = 1 ^ i l j l^ i2 j2 ^  0Ч-1У+72 =

, (5) 
^ -  |_(i -  1) / p  J  + 1, i2 -  (i -  1) mod p  + 1,

где
j  = L( j  -  1) / r J  + 1, j 2 = O' -  1) mod r + 1

ryi-1)r+ i2  =  £ L = 1 S b  A - 1 ) r + ^  ,* =  =
1 ,n r .  (6)

И з (5), (6) следует, что вычислительная 
сложность вычисления (6) равна O(nrp), а  слож 

ность вычисления (5), с помощью Y 1 из (6), равна 
O(mnp). Таким образом, сложность вычисления 
(4) равна O(nrp)+O(mnp)=O(pn(m+r)), ЧТД.

И з Свойства 2 следует 
Следствие 1. Вы числительная сложность 

УКПВ (4) K=2  при m =n=p=r равна
В С _К П (2,m)=O(2m3). (7)
П ри м ер  д л я  n=8, К П  п о р я д к а  

К  =  fo 0 2 n  =  3. АБУКПВ основан на использо
вании Свойства 2. Рассмотрим вычисление 

Y  =  (Л<8>Я<8>С) • X  =  (Л<8>(Я<8>С)) • X  (8)
П ри размерности матриц-сомножителей 

т  х  ш , где m=2, выражение (8) можно предста
вить как
(у1, у2, у3, у4, у5, у6, у7, у8)Гг =

/а11ЛЧ21 <12Ю + - £ 1 <22)0 ,  \
\ ‘ 21(^1 2 2 ) 0 +  ‘ 2 2 ^ 1  2 2 ) - Ы

+а1> 4 2 1  2 2 Ю +  * 4 1 1  2 2 Ю
+а12^ „  fc11 «5\ . , ,« 1 1  «7^

V*21 (с21 C22M J  + Й22(С21 ^ M J
/с11 с12\ fx1\ , ..„ /сИ  с12\ fx3'

> M ;J  + Й12( 2̂1 C22) - UЫ1(

Ь21
Vc21 с22' х̂2/ 
/с11 с12\ /яГ

V

Л (я1\ ^22 (с11 с12\ fx3'
(с21 с22) ‘ (х2) + (с21 с22) ‘ (х4.

, 22Л П С21 2 2 Ю +  * 4 1 1  с 1 2 Ю
\ ‘ 2 1 ^ 1  2 2 Ю  + *22 ( ^  £ ) ■ © ) )

х  (9)

Видим, что в правой части (9) каждая м ат
рица С четыре раза умножается на одну и ту же 
часть вектора Х  (из четырех). Умножая, полу
чаем:

/  /  
а11

V
/

V V

М1

Ь21

Й11

*21

у̂13\
у̂23/

Гу13\
у̂2з/

Гу13\
уу2з/
Гу13\
у̂2з/

+ *12

+ Ь22

+ *12

+ Ь22

/У43\ \
(у43/
(У43/
\у43/ у
(уз3Л
\у43-
/у33

+ а12
/У53̂Ь21

+ а22
М1

Ь21

\уб3
/У53

Луб3
/у53

^ Ч у б 3

+ *12

+ Ь22

+ *12

+ Ь22

•у73
,у83
•у73
.у83/)
•у73
,у83
•у73
,у83/) )

(1 0 )

Л

■ х1 +

Vy4V)

= ( у 1 ,у 2 ,у 3 ,у 4 ,у 5 ,у б ,у 7 ,у 8 ) Гг 
где

у 1 3 =  с11 • х1 +  с12 • х2, у 2 3 =  с21 
с22 • х2, у 3 3 =  с11 • х3 +  с12 • х4, у 4 3 =  с21 • 
х3 +  с22 • х4, у 5 3 =  с11 • х5 +  с12 • хб, у б 3 =  
с21 • х5 +  с22 • хб, у 7 3 =  с11 • х7  +  с12 • х8,
у 8 3 =  с21 • х7  +  с22 • х8
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и Т г  означает транспонирование матрицы.
П ереставляя ряды в левой части и эле

менты вектора в правой части (10), получаем
/  /7*11 *12^/у13̂ \ /7*11 Ь12\(у53\

a ll
2)(У 
2) Vv

\ \

-*21 *22/

*11 *12\
,у43/ /

*21 Ъ22> Vy33

) \  

) f ^  

) \

'*11 *12  ̂^у23 
t

<*21 *22) (у33
'*11 *12  ̂/у23 
<*21 *22) (у43)у

+ а12

\

<*21 *22̂  \у73/
'*11 *12^/уб3\ 
<*21 *22) ( у83/

+ а22
/7*11 *1^/У

*21 *22) ( у73)
*11 *12^/уб3\ 

У(*21 *22) ( у83/ / /

■ ’
/ у1\  ( у3 \

у2
/ у4
\ у5

у7

\ Ц /

(1 1 )

а!1

а21

(1 2 )

В (11) каж дая матрица В умножается те
перь два раза на одну и ту же часть вектора Х  (из 
четырех). Умножая, получаем:

/  / /У 12) \  /(У 52)

Уу | +у32\ /y72N
\Vy42/ /  \ (у82/ /

у12\ \  / /y 5 2N

C I  + a22 ^у32\  /у72^
У(у42/у  у(у82)

где
у12 = Ь11 • у13 + Ь12 • у33, у22 = Ь21 • у13 + Ь22 • у33,
у32 = Ь11 • у23 + Ь12 • у43, у42 = Ь21 • у23 + Ь22 • у43,
у52 = Ь11 • у53 + Ь12 • у73, уб2 = Ь21 • у53 + Ь22 • у73,
у72 = Ь11 • уб3 + Ь12 • у83, у82 = Ь21 • уб3 + Ь22 • у83.

П ереставляя ряды матрицы в левой части и 
соответствую щ ие элементы вектора в правой ча-

Г 1 \у3
У2
у4
У5
у7
уб

\у 8 /

сти (12), получаем
/ / я11 a 12)

Va21 a22/ 25

/'аИ a 12) 22

Va21 a22) \уб2/
/'аИ a 12) 23
Va21 a22) 27
(a 11 a 12) /y42\

\Va21 a22) 28

/ у1 \У5
У2
уб
У3
у7
у4

V

(13)

Л ЛУ21
уЗ1 
У41 
У51 
уб1 

.У71 
\y8V

В (13) каждая матрица А  умнож ается те
перь однократно на каждую из четырех частей 
вектора Х. П реобразования (9)-(13) можно пред
ставить в виде схемы на Рис. 1, где для каждой 
из четырех экземпляров каж дой из матриц А, В, 
С, указаны соответствую щ ие входные и вы ход
ные данные. М ожно видеть, что схема КП 

и м е е т /о ^ п  =  3 уровня и в каж дом по “  =  4 

схемы матричного 2 x 2  умножения.

Рисунок 1- Схема вычислений, 
где А 1 =  А, А 2 = В , А 3 =  С.

В общ ем случае схема АБУКПВ для 

n =  2Кимеет Zo^2n  =  ^уровн ей  с ^  матричными 

m  x  m  умножителями. П ри этом вычислительная 
сложность АБУКПВ будет равна

ВС(Х, ш ) =  ^ ш ^ +1(у м н о ж .) (14)
М од и ф и ц и р о ван н ы е б л о ч н ы е ш и ф р ы . 
Н аосновепредлож енногоАБУКПВнамибы- 

лиразработаныдвамодифицированных шифра
Хилла:

- алгоритм НКР [3], использую щ ий КП  об
ращ аемых элементарных матриц;

- алгоритм I-НКР [5], использующ ий КП 
инволю тивных элементарных матриц.

Ш ифр НКР ш ифрует исходный текст раз
мером Т  байт, равным степени размера m  элем ен
тарной матрицы IEM , определяю щ его порядок 
КПК ^ т Т .

Н ^ ш и ф р .
Вход:

- N -значение модуля для модульной арифметики,

- исходный текст, P £  Z TN р азм ером Т = тК, K >1,

- алгоритм генератора псевдо случайных чисел, 
PRNG, и его начальный параметр, SEED,
Выход:
- участвую щ ие в ш ифровании обращ аемые эле
ментарные матрицы IEM , А 1,.., А К, элементы кото
ры х сгенерированы PRNG;

- шифротекст, С £ .

B egin  //НКР шифрование 
1. Сгенерировать К  матриц IEM ,

А 1( т ,т ) , . . ,А К(т ,т ) ,с  элементами а , Ь и з Z N , ис

пользуя PRNG(SEED). Для т = 2 , А ц = а ,  А п = Ь ,  

А 21= 0, А 22= а '1т в ё  N

2 . Вычислить с  =  (®  A  ) P  m o d  N ,

используя АБУКПВ
3. End //HKP ш ифрование
НКР Дешифрование
Вход:

- N -значение модуля для модульной арифметики,

- шифротекст, C £ Z TN размера Т = т К, K > 1 ,

- алгоритм генератора псевдо случайных чисел, 
PRNG, и его начальный параметр, SEED,

Выход:
- участвую щ ие в деш ифровании элемен

тарные матрицы IEM , А 1, .., А К, элементы которых 
сгенерированы PRNG;

- исходный текст, С  £  Z m .

B egin  //НОТдешифрование

К
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1. Сгенерировать К  матриц IEM,

А 1(т,т),..,АК(т,ш), с элементами а ,Ь изZ N , ис

пользуя PRNG(SEED). Для т=2, А п= a, Ап=Ъ, 
А 21=0, А 22=а'1т о ё  N

2. Вычислить обратные матрицы

IEM , (A  )  , . . , ( A  )  :Y = A -r n o d N ,  где Y 11= a - 

r n o d N ,  Y 12= -b , Y21= 0, Y22= a.

3. Вычислить
к

P = (®(A 1) 1 )C mod N , используя АБУКПВ
1=1
End //HKP дешифрование.

Главное достоинство HKP шифра заклю ча
ется в том, что процесс формирования ключевой 
матрицы  в виде KP элементарных м атриц проис
ходит одновременно с процессом шифрова- 
ния(деш ифрования).Учитывая, что K  = logmT и 
m  = 2, из (14) вычислительная сложность алго
ритма HKP:
ВС =  1од2Т • (2 l°32T+1) = 2 - Т -  1од2Т =

(15)= 0 (Т ^1 о д 2 Т )
I -Н К Р  ш иф р.
Вход:

- N -значение модуля для модульной арифметики.

- исходный текст, P £  Z TN размером Т=тК, K>1,

- алгоритм генератора псевдо случайных чисел, 
PRNG, и  его начальный параметр, SEED,

Выход:
- участвую щ ие в ш ифровании элементарные ин- 
волютивные м а т р и ц ы ^ ^ ,  А 1,.., А К, элементы ко
торых сгенерированы PRNG;

- шифротекст, С £ Zm .

B egin /Л-НОТшифрование
1. Сгенерировать К  матриц EIM ,

А 1(т,т),..,АК(т,т), с элементами а ,Ь и зZ N , ис-

пользуяPRNG(SEED).
Для т=2, А ll= a, А п =Ь, А21=(1 — a 2) b -1 m o d  N,
А  22=-а

2 .

к
Вычислить

C = (® A 1 )P mod N , используя АБУКПВ
1=1

3. End //I-HKP ш ифрование
I-HKP Дешифрование
Вход:

- N -значение модуля для модульной арифметики,

- шифротекст, C £ Z TN размера Т=тК, K>1,

- алгоритм генератора псевдослучайных чисел, 
PRNG, и  его начальный параметр, SEED,

Выход:

- участвую щ ие в деш ифровании элементарные 
матрицы EIM , А 1,.., А К, элементы которых сгене
рированы PRNG;

- исходный текст, С £ Z
Begin //Н ^ д е ш и ф р о в а н и е
1. Сгенерировать КматрицEIM ,

А 1(т,т),..,АК(т,т), с элементами а ,Ь и зZ N , ис-

пользуяPRNG(SEED). Для m = 2А ll= a , Ап=Ь,
А21=(1 — a 2) b -1 m o d  N, А 22=-а
2. Получить исходный текст 

Р = (® 1=1 А 1) • С m o d  N,
используя АБУКПВ
End Ш Е Рдеш иф рование.

Главное достоинствоЬН К Р ш ифра заклю 
чается в том, что процесс формирования клю че
вой матрицы в виде KP элементарных матриц 
происходит одновременно с процессом ш ифрова
ния (дешифрования), кроме того, для деш ифрова
ния использую тся те же инволютивные (самооб- 
ратимые) элементарные матрицы, что и  для ш иф
рования. Вы числительная сложность I-HKP 
ш ифра ниже, чем у HKP шифра, так как отпадает 
необходимость обращ ения матрицEIM .

Заклю ч ен и е. Н а основе предложенного 
ускоренного умножения кронекерова произведе
ния м атриц на вектор представлены модификации 
ш ифра Хилла: H K P-шифр и I-H K P-шифр, кото
рые сущ ественно повыш аю т его эффективность 
за счет исклю чения предварительного отдельного 
вычисления КП  и отсутствия необходимости хра
нения в памяти клю чевой матрицы (КП).
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В И З У А Л И З А Ц И Я  С Л О Ж Е Н И Я  К О Л Е Б А Т Е Л Ь Н Ы Х  Д В И Ж Е Н И Й  
М Е Т О Д О М  И Н Ф О Р М А Ц И О Н Н Ы Х  Т Е Х Н О Л О Г И Й

Е .Н . С ю с ю к а , к а н д и д а т  т е х н и ч е с к и х  н а у к , д о ц е н т  

А .  А .  К о л е с н и к о в ,  к у р с а н т  

А .Е .  Ч у п и н , к у р с а н т

В статье представлены методы сложения гармонических колебаний в Pascal ABC и MicrosoftExcel с 
оживлением и возможностью изменения по алгоритму. Цель данной работы заключается в ознакомле
нии читателей о технологиисложения гармонических колебаний, как направленных вдоль одной пря
мой, так и взаимно перпендикулярных, а также реализации этих технологий средствами Pascal ABC и 
MicrosoftExcel. В статье приведены результаты исследований, которые дают представления о реализа
ции сложения гармонических колебаний средствами Pascal ABC и MicrosoftExcel.Данный алгоритм 
можно использовать для моделирования наложения волновых процессов как в любой упругой средепри 
изучении устойчивости судна на воде, конструкций, вибродиагностики механизмов, так и для анализа 
интерференционных явлений в оптике и при распространении электромагнитных волнв радио- и опти
ческой связи. Кроме того, методику можно применять с целью визуализации моделирования сложения 
колебаний в учебном процессе.
Ключевые слова: гармонические колебания, сложение гармонических колебаний, направленные вдоль 
одной прямой колебания, взаимно перпендикулярные колебания, фигуры Лиссажу, Pascal ABC, Mi
crosoft Excel.

The article presents methods of addition of harmonic oscillations in Pascal ABC and Microsoft Excel with 
revival and possibility o f  change by algorithm. The purpose o f  this work is to familiarize readers about the 
technologies of addition of harmonic oscillations, both directed along one straight line and mutually perpen
dicular, as well as the implementation of these technologies by means of Pascal ABC and Microsoft Excel. The 
article presents the results of studies that give an idea of the implementation of the addition of harmonic oscil
lations by means of Pascal ABC and Microsoft Excel.
Keywords: harmonic oscillations, addition of harmonic oscillations, directed along one straight line oscillations, 
mutually perpendicular oscillations, lissajou figures, Pascal ABC, Microsoft Excel.

А к т у а л ь н о с т ь  в и з у а л и з а ц и и  с л о ж е н и я  к о л е б а 

н и й  м е т о д о м  и н ф о р м а ц и о н н ы х  т е х н о л о г и й

Р а з л и ч н ы е  в и д ы  к о л е б а н и й  и м е ю т  с о в е р 

ш е н н о  р а з н у ю  ф и з и ч е с к у ю  п р и р о д у  и  о б ъ е д и н я -  

ю т с я л и ш ь  е д и н с т в о м  и х  м а т е м а т и ч е с к о г о  о п и 

с а н и я .  Е с т е с т в е н н о ,  ч т о  п р и  т а к о м ш и р о к о м  

в з г л я д е  н а  п р о б л е м у  н е  у д а е т с я  в  р а м к а х  о д н о г о  

у ч е б н о г о  п р е д м е т а о т р а з и т ь  с п е ц и ф и к у к о л е б а -  

т е л ь н ы х  я в л е н и й  в  к а ж д о м  и з  р а с с м а т р и в а е м ы х  

о б л а с т е й  т е х н и к и .И з у ч е н и е  к о л е б а т е л ь н ы х  п р о 

ц е с с о в  и м е е т  б о л ь ш о е  з н а ч е н и е  д л я  р а з в и т и я  с о 

в р е м е н н о й  т е х н и к и ,  т а к  к а к  с  е ё  п о м о щ ь ю  м о г у т  

б ы т ь  к о р р е к т н о  р а с с м о т р е н ы  п р а к т и ч е с к и  в а ж 

н ы е  п р о б л е м ы  с о з д а н и я  с и с т е м  с т а б и л и з а ц и и ,

и з м е р е н и я  в и б р а ц и о н н ы х  х а р а к т е р и с т и к  и  т .п . 

Э т о  п о з в о л я е т  п р о е к т и р о в а т ь  п р и б о р ы  и  с и 

с т е м ы , с п о с о б н ы е  ф у н к ц и о н и р о в а т ь  н а  п о д в и ж 

н ы х  о б ъ е к т а х ,  н а х о д я  с в о е  п р и м е н е н и е  в  а в и а 

ц и и , с у д о с т р о е н и и  и  д р у г и х  о б л а с т я х  т е х н и к и .

Н а  м о р е ,  к а к  и з в е с т н о ,  в о д а  в с е г д а  н а х о 

д и т с я  в  д в и ж е н и и .  В  о с н о в н о м  в с е г д а ,  м ы  в и д и м  

в о л н ы  н а  п о в е р х н о с т и  в о д ы . К о л е б а н и я  е й  п р и 

д а ю т  п о д з е м н ы е  т о л ч к и ,  д в и ж е н и е  в о з д у ш н ы х  

м а с с ,  г р а в и т а ц и о н н а я  с и л а  Л у н ы , т е ч е н и я ,  в з а 

и м н ы е  д в и ж е н и я  с у д о в  и  т .д .  К о г д а  к о л е б а н и я  в  

в о д е  и д у т  с о н а п р а в л е н н о  и  с  о д и н а к о в о й  ч а с т о 

т о й ,  п р о и с х о д и т  с л о ж е н и е  в о л н , и  в ы с о т а  в о л н ы  

у в е л и ч и в а е т с я .  О д н а к о ,  е с л и  о д н о й  в о д н о й
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